Rappel sur les fractions


Une fraction est un nombre à part entière, notons le q. Ce nombre est représenté comme le rapport de deux nombres entiers a et b.

On écrit 
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 et on dit « q égale a sur b ». a est appelé « numérateur » et b « dénominateur », on doit avoir 
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. En outre, le nombre q est signé (il peut être positif ou négatif), on fait porter le signe sur a, ou mieux : on met le signe devant le trait de fraction.

L’écriture de q sous la forme a sur b n’est pas unique. Pour tout entier n, 
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, inversement, si d est un diviseur commun à a et b, 
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, on a : 
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. On voit qu’on peut arriver à une forme dite « irréductible »,  unique, si le numérateur et le dénominateur n’ont plus de diviseur commun autre que 1 (et -1), on dit qu’ils sont « premiers entre eux ». Pour arriver directement à cette forme, il faut que d soit le plus grand commun diviseur (pgcd), on reparlera de cette notion plus bas.


La multiplication de deux fractions pose moins de problèmes que leur addition. En effet : 
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, ex : 
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. Diviser par une fraction, c’est multiplier par son inverse : 
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. Attention toutefois quand il y a « 3 étages » à où se situe la fraction principale, qui doit avoir le trait le plus long et être au niveau du signe égal : 
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 et 
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Pour additionner simplement deux fractions, il faut obligatoirement qu’elles aient même dénominateur. Donc, dans le cas général, on doit mettre les deux fractions sous le même dénominateur, en les transformant si besoin.


Un dénominateur commun est donné par le produit des deux dénominateurs des fractions à additionner, voilà une formule qui marche toujours :
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, ex : 
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Le numérateur de la somme des deux fractions est donné par la somme des « produits en croix ». Cette formule marche toujours. Le souci est qu’il reste à simplifier la fraction dont le numérateur et le dénominateur peuvent être assez grands. Nous disposons pour cela de quelque chose de très efficace, l’algorithme d’Euclide, qui calcule le pgcd de deux nombres. Néanmoins, si les nombres ont l’air « sympathiques », il est encore plus simple de les décomposer en produit de nombres premiers, ce qui permet aussi de mettre le résultat de la somme directement sous forme irréductible en choisissant comme dénominateur commun leur plus petit commun multiple (ppcm). Rappelons que la factorisation en nombres premiers est plus complexe que l’algorithme d’Euclide dans le cas général. On ne le rappelle que pour faire le tour de la question des fractions, et parce que souvent, en exercice, les nombres sont choisis pour que les élèves trouvent les pgcd et ppcm « à vue ».


Rappel sur l’algorithme d’Euclide. Il permet de calculer le pgcd de deux entiers a et b (a > b). On va simplifier les nombres a et b qui vont diminuer jusqu’à 0, en maintenant que le pgcd des nombres qu’on manipule reste le même. Une première approche est que le pgcd de a et b est aussi celui de a et a - b. On peut ainsi soustraire à a le nombre b jusqu’à ce que le reste sois plus petit que b. Ensuite, on continue avec b et le reste r (b > r). Le dernier reste avant que r vaille 0 est le pgcd. Pour aller plus vite, on peut diviser a par b et conserver le reste r.
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À l’aide de la calculatrice, on peut calculer a/b, soustraire la partie entière, et remultiplier par b, le nombre ainsi obtenu est le reste r.


Rappel sur la factorisation en nombres premiers. Tout entier (positif) peut se mettre sous la forme de produit de nombres premiers (pouvant être élevés à une certaine puissance) qui est unique à l’ordre des facteurs près. Un nombre premier est un nombre qui n’est divisible que par 1 et par lui-même. On ne considère pas 1 comme un nombre premier. Les nombres premiers sont donc : 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, … Si un nombre n’est pas premier, c’est qu’il admet deux diviseurs stricts (non triviaux), et dans ce cas on continue de factoriser les diviseurs, on voit bien qu’ainsi on arrive à un produit où il ne reste que des nombres premiers. Ex :
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Le ppcm (respectivement, le pgcd) de deux nombres ainsi factorisés est le produit des facteurs premiers élevés au max (respectivement, le min) des deux puissances dans chaque factorisation (si un nombre premier n’est pas dans l’autre factorisation, on peut considérer qu’il y est avec une puissance nulle). Ex :

pgcd(54, 60)
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, pgcd(54, 72)
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, pgcd(60, 72)
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ppcm(54, 60)
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, ppcm(54, 72)
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, ppcm(60, 72)
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Le résultat de la division par le pgcd, ou le nombre par lequel il faut multiplier pour avoir le ppcm, peut se voir comme « ce qui manque » comme facteurs premiers. On peut voir aussi que pgcd(a, b) * ppcm(a, b) = a * b.

Ainsi : 
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Exemple complet final : 
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1ère méthode : 
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 ; pgcd(738, 3888) = ? 
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 pgcd
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2ème méthode : ppcm(54, 72)
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